svolgimento prova scritta prob.31 maggio 2017 by Negrini, Paolo
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Gli abitanti di Paperopoli e quelli di Topolinia raramente s’incontrano gli uni con gli altri.  Ogni volta 
che viene organizzata una festa a Paperopoli, la probabilità che tra gli invitati ci sia un abitante di 
Topolinia è 110 ; invece la probabilità che a una festa di Topolinia ci sia almeno un invitato paper-
opolese è 120 .
a) Qual è la probabilità che nelle prossime 10 feste, 5 per ciascuna delle due città, almeno una volta 
ci sia un invitato “forestiero”?
b) Qual è la probabilità che esattamente una volta in quelle 10 feste succeda che c’è un invitato 
forestiero?
c) Ci informano che in una soltanto delle 10 feste osservate (sempre 5 in ciascuna città) c’è stata 
presenza di ospiti forestieri.  Qual è la probabilità che quella festa si sia svolta a Paperopoli?
Soluzione
a) Conviene calcolare la probabilità dell’evento contrario, ossia che in nessuna delle 10 feste ci sia 
un invitato forestiero; la probabilità che ciò avvenga è
�� = � ��� � * ���� �
�������
quindi la probabilità che almeno una volta ci sia un invitato forestiero è
� - ��
�������
b) Bisogna distinguere i due casi: la sola festa con ospite forestiero è a Paperopoli oppure è a 
Topolinia.  La probabilità che ci sia un forestiero in una sola delle 5 feste a Paperopoli, e nessuno in 
ciascuna delle 5 feste di Topolinia è
�� = �� * ��� * ��� � * ���� �
��������
Invece, la probabilità che ci sia un forestiero in una sola delle 5 feste a Topolinia, e nessuno in 
ciascuna delle 5 feste di Paperopoli è
�� = �� * ��� * ���� � * ��� �
��������
La probabilità che in esattamente una delle 10 feste ci sia un ospite forestiero è
�� = �� + ��
��������
c) Sia A l’evento “In una sola delle 10 feste c’è stato qualche ospite forestiero”; sia poi Pa l’evento: “L’unica festa con ospiti forestieri si è svolta a Paperopoli.  Desideriamo calcolare P(Pa A).  
Questa vale:
P(Pa A) = P(Pa ⋀A)P(A) = P(Pa)P(A) = p2p4
����������� ������� ��������������������������
��
��
��������
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Un gioco si svolge in questo modo: ci troviamo in una pista circolare con tre posizioni numerate 1, 2, 
3.  Per procedere si lancia una coppia di dadi, e ci si muove in senso orario di un numero di passi 
uguale al massimo tra i punteggi sortiti dai due dadi.
a) Compilare la matrice di transizione della catena di Markov nella quale ciascuno degli stati 1, 2, 3 
rappresenta la posizione in cui ci si trova in un determinato momento.
b) Classificare gli stati (transitori, ricorrenti, assorbenti); stabilire se la catena è irriducibile e se è 
regolare; stabilire se esiste una distribuzione stazionaria, se questa è unica e, in caso affermativo, 
determinarla.
1
3 2
Soluzione
a) Serve innanzitutto calcolare le probabilità di ciascuno dei possibili numeri di passi (da 1 a 6) da 
effettuare in ciascuna mossa.  Questo si puà realizzare anche in modo ingenuo, compilando una 
tabella a doppia entrata che all’interno mostra il massimo tra i punteggi dei due dadi, in funzione 
dell’esito di ciascuno dei due: 
����������[�����[���[�� �]� {�� �� �}� {�� �� �}]]
� � � � � � �� � � � � � �� � � � � � �� � � � � � �� � � � � � �� � � � � � �� � � � � � �
(la prima riga e la prima colonna esprimono il punteggio di ciascun dado, tranne il termine uguale a 
zero che non è significativo; all’interno i “massimi”).
Ciascuna delle uscite (m, n) della coppia di dadi ha probabilità 136  di apparire; ora basta contare
quante uscite corrispondono a ciascun valore di Max(m, n) per ottenere la distribuzione di 
probabilità:
������ �� ���(���) � � � � � �
����������� ��� ��� ��� ��� �� ����
Siccome la pista ha 3 posizioni, lo spostamento va calcolato “modulo 3”, cioè, 3 e 6 non producono 
spostamento, 1 e 4 fanno avanzare di una casella, 2 e 5 di due caselle.  Le probabilità degli avanza-
menti di 0, 1 oppure 2 caselle sono pertanto:
����������� �� (������ �����)� � � �
����������� �� �� ��
La matrice di transizione (sia S) è pertanto la seguente:
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����������[�]
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
La matrice è regolare, avendo essa stessa tutti gli elementi strettamente positivi; quindi tutti gli stati 
sono ricorrenti; esiste ed è unica la distribuzione stazionaria, soluzione del sistema  (x1, x2, x3) ·S = (x1, x2, x3)x1 + x2 + x3 = 1
�����[{{��� ��� ��}�� == {��� ��� ��}� �� + �� + �� ⩵ �}� {��� ��� ��}]�� → �� � �� → �� � �� → �� 
Il risultato era prevedibile perché S è bistocastica (si ottiene 1 anche addizionando gli elementi delle 
colonne di S).  In questo caso è noto che la distribuzione stazionaria è quella uniforme, come 
abbiamo riscontrato.
NOTA.  Per calcolare le probabilità che Max[m, n], il massimo dei punteggi dei due dadi, assuma 
ciascuno dei valori 1, 2, …, 6 si può anche condurre un ragionamento diretto, evitando la "conta" 
sulla tabela a doppia entrata che abbiamo esposto sopra.  Il massimo tra m e n, valori usciti dai due 
dadi, è uguale a k (1 ≤ k ≤ 6) se:• entrambi i dadi danno un punteggio ≤ k  (probabilità uguale a k236 );• almeno uno di dadi dà un punteggio ≥ k , cioè non succede che entrambi i dadi danno un punteg-
gio ≤ k - 1 .  La probabilità che entrambi i dadi diano punteggio ≤ k - 1 è (k-1)236 .  Questo evento è 
incluso nel precedente, quindi la probabilità che si verifichi il primo, ma non quest'ultimo, è uguale a
k2
36 - (k-1)236 = 2 k-136
Questa è la probabilità di ottenere Max[m, n] = k , 1 ≤ k ≤ 6.
Un motivo d'interesse di questo ragionamento è la sua generalità relativamente al numero dei dadi; 
consideriamo infatti il seguente problema: se si lanciano r dadi, e questi danno i risultati 
n1, n2, … , nr , qual è la probabilità che risulti Max[n1, n2, … , nr ] = k ? (1 ≤ k ≤ 6)
Ragionando come sopra si deduce che tale probabilità è
kr
6r - (k-1)r6r .
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Vittoria e Alberto, entrambi di età 60, sono due sposi inglesi.  Essi sottoscrivono oggi una polizza 
assicurativa sulla vita, che pagherà 100.000 Sterline al superstite (o agli eredi, in caso di decesso 
del superstite entro l'anno), allo scadere dell'anno in cui uno dei coniugi passerà a miglior vita.
Calcolare, esprimendo i risultati in funzione dei coefficienti demografici e del tasso di mercato, 
stabilito al 2%, quanto di seguito richiesto:
a) La probabilità che la Compagnia debba pagare l'importo assicurato entro 10 anni da oggi.
b) L'importo del premio unico puro che Vittoria e Alberto debbono pagare oggi per sottoscrivere la 
polizza, cioè la speranza matematica del valore attuale di 100.000 Sterline disponibili al tempo 
aleatorio stabilito nel contratto.
Soluzione
a) Conviene riferrirsi all'evento contrario: nei prossimi 10 anni la Compagnia non dovrà pagare nulla 
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a)  prossimi  Compagnia  pagare
se tra 10 anni Vittoria e Alberto saranno entrambi in vita.  La probabilità della sopravvivenza di 
entrambi i coniugi per 10 anni da oggi è: ℓ70ℓ60 · ℓ '70ℓ '60
Come di consueto, con gli apici indichiamo i dati demografici relativi alla popolazione femminile.  
Riprendendo dalle tavole 2002 abbiamo il valore
������
������ * ������������
��������
La probabilità richiesta in a) è il complemento a 1 di questo valore, ossia 1 - ℓ70ℓ60 · ℓ '70ℓ '60 , cioè
� - %
��������
b) Sia v = 11+i = 11.02  il coefficiente di sconto composto annuo; sia pn la probabilità che la Compagnia 
debba pagare tra n anni.  Se ciò accade, il valore attuale calcolato oggi dell'importo liquidato è 
100 000 ·vn; la corrispondente speranza matematica è 100 000 ·pn ·vn; n può assumere ciascuno dei 
valori 1, 2, …, ω - 60, dove ω indica la “età estrema” oltre la quale si presume nulla la probabilità di 
esistenza in vita.
Il premio unico da pagare oggi per sottoscrivere l'assicurazione vale quindi
S = 100 000 ·∑n=1ω-60pn ·vn
Rimane da calcolare pn.  L'evento An la cui probabilità è pn si verifica se accade che tra n - 1 anni 
Vittoria e Alberto sono entrambi viventi (evento Bn-1), mentre non accade l'evento Bn , ossia che fra 
n anni entrambi siano in vita.  Evidentemente l'evento Bn è contenuto in Bn-1, cioè il verificarsi del 
primo implica il secondo; allora
pn = P(An) = P(Bn+1⋀non Bn) = P(Bn-1) - P(Bn) = ℓ59+nℓ60 · ℓ '59+nℓ '60 - ℓ60+nℓ60 · ℓ '60+nℓ '60
Perciò il premio da pagare è espresso da
S = 100000ℓ '60·ℓ60 ·∑n=1ω-60 (ℓ '59+n · ℓ59+n - ℓ '60+n · ℓ60+n) ·vn.
�����������������������������������������
Roberto ha una collezione di dischi "45 giri" di canzoni italiane degli anni '60 e '70, e ritiene che la 
variabile “durata di una generica canzone” segua una distribuzione normale, con media e varianza 
che lui non conosce.  Misura allora la durata di cinque canzoni scelte a caso dalla sua ricca 
collezione, rilevando i seguenti tempi, espressi in secondi:
����� = {���� ���� ���� ���� ���}�
a) Determinare un intervallo di confidenza inferiormente illimitato (ossia del tipo ] -∞, b], anzi, 
effettivamente, ] 0, b], vista la natura del problema) al livello del 95% per la media μ della variabile in 
esame.
b) Determinare un intervallo di confidenza del tipo ] 0, c] al livello del 95% per lo scarto quadratico 
medio σ della variabile in esame.
c) Roberto desidera riversare su CD le canzoni dei suoi dischi; ciascun CD può contenere fino a 75 
minuti di musica, e Roberto spera di caricare in un CD 15 canzoni scelte casualmente.  Servendosi 
anche dei risultati di a) e b), dare una stima inferiore per la probabilità p che questo tentativo abbia 
successo (cioè trovare un numero d tale che p ≥ d, essendo p la probabilità che la durata comp-
lessiva di 15 canzoni scelte a caso non superi 75 minuti).
Soluzione
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a) Il valore osservato della media campionaria, stimatore di μ, è
� = ����[�����]
���
La varianza campionaria corretta (ossia 54  della varianza del campione) è
�� = ��������[�����]
����
Ci servirà la radice quadrata di s2:
� = � �� 
�������
L' intervallo di confidenza al livello 95% (ossia 1 - α con α = 0.05) è ] 0, b] con b = x + s
n
t1-α(4) 
essendo n = 5 (taglia del campione), α = 0.05 (livello di confidenza), t1-α(4) il quantile di livello 1 - α , 
cioè di livello 0.95, per la distribuzione t di Student con n - 1 = 4 gradi di libertà.  Abbiamo
� = ��������[��������������������[�]� ����]
�������
e quindi
� = � + �
�
�
�������
b) Un intervallo di confidenza al livello 1 - α per la varianza σ2 della variabile in esame è 0, c2 con 
c2 = (n-1) s2χα2 (n-1)  e χα2(n - 1) quantile di livello α per la distribuzione Chi Quadrato con n - 1 gradi di libertà. 
Ora n = 5 e α = 0.05 perciò
��� = ��������[���������������������[�]� ����]
��������
�� = � �����
�������
� = ��
�������
quindi σ ∈ [0, 96.9478] con probabilità 0.95 .
c) La variabile X che rappresenta la durata di una singola canzone si è suppposta normale, con 
media μ e varianza σ2 sconosciute, per le quali abbiamo trovato in a) e b) delle stime.  La variabile 
Y che rappresenta la durata complessiva di 20 canzoni scelte a caso viene quindi pensata come la 
somma di 20 variabili indipendenti, ciascuna equidistribuita a X.  Y ha pertanto distribuzione nor-
male con media 20μ e varianza 20σ2; la variabile Z = Y-20 μσ· 20  ha distribuzione N(0, 1) .  L'evento che 
ci interessa è: Y ≤ 4500 (4500 = 75 ·60 è la capacità in secondi di un CD); esso equivale a 
Z ≤ 4500-20 μσ· 20 ; la probabilità di questo evento è p =Φ Y-20 μσ· 20  , dove Φ indica la funzione ripartizione di 
N(0, 1).  In a) e b) abbiamo stabilito che con probabilità 0.95 è μ ≤ b = 280.961 e ancora con probabil-
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( )  a)  b)  probabilità μ  probabil
ità 0.95 è σ ≤ c = 96.9478 .  Con probabilità 0.952 = 0.9025 valgono entrambe le stime e quindi si ha 
4500-20 μσ· 20 ≥ 4500-20 bc· 20
���� - �� �
� * ��
��������
Ora, siano A, B gli eventi:
A :  “Y ≤ 4500” ;     B : “μ ≤ b e σ ≤ c ”
Allora
p = P(A) ≥P(A⋀B) = P(B) ·P(A B) = 0.9025 ·Φ( 4500-20 b
c· 20 )
qui sotto calcoliamo il valore del membro di destra:
������ * ���������������������[�� �]� ���� - �� �
� * �� 
��������
Dunque p ≥ 0.672321 .
���������������������������������������������������������
Un amico di Roberto (esercizio 4) sostiene che la durata media delle canzoni degli anni '60 e '70 sia 
inferiore a 4 minuti e 30 secondi.
a) Stabilire con test unilaterale basato sui cinque valori campionari dell’esercizio 4 se, al livello del 
95%, questa affermazione si può accettare; cioè se deve essere respinta l’ipotesi «μ ≥ 270 » (il 
tempo è espresso in secondi!).
b) Supponiamo ora di avere ottenuto gli stessi valori degli stimatori �� � di μ e σ relativamente a 8 
canzoni anzichè a 5 canzoni soltanto; stabilire anche in questo caso se l’ipotesi «μ≥270» deve 
essere respinta oppure no
Soluzione
a) Gli stimatori di μ e σ, calcolati nella risoluzione dell'esercizio 4, sono�� �{���� �������}
La statistica-test per questo tipo di problema è T = x-270s 5  che con i dati attuali vale
� - ���
� �-�������
T ha distribuzione di Student con n - 1 = 4 gradi di libertà; l’intervallo di rigetto dell’ipotesi «μ ≥ 270 » 
al livello del 5% è D =] -∞, t0.05(4)]; è
� = ��������[��������������������[�]� ����]-�������
Il valore di T non appartiene all’intervallo di rigetto, quindi l’ipotesi non viene respinta, vale a dire 
che al livello del 5% i dati raccolti non sono sufficienti per respingere l’ipotesi.
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b) Questa volta la statistica-test è T = x-270s 8  che con i dati attuali vale
� - ���
� �-�������
T ha distribuzione di Student con n - 1 = 7 gradi di libertà; l’intervallo di rigetto dell’ipotesi «μ ≥ 270 » 
al livello del 5% è D =] -∞, t0.05(7)]; è
� = ��������[��������������������[�]� ����]-�������
In questo caso il valore ottenuto per T appartiene all’intervallo di rigetto, quindi l’ipotesi «μ ≥ 270 » è 
da respingere, al livello del 5%, diversamente da quanto si era stabilito nell’esperimento su 5 dischi 
soltanto.
�������������������������������������
La Scuola Guida «Formula1» sostiene di preparare meglio i suoi allievi rispetto alla concorrente 
Scuola Guida «Rally», e porta a conferma di ciò il dato di 150 promossi al'esame di guida fra gli 
ultimi 200 candidati, mentre fra gli ultimi 100 candidati presentati dalla «Rally» ne sono stati pro-
mossi 66.
a) Stabilire se, al livello 5%, l'affermazione può essere ritenuta veritiera, cioè se si può respingere 
l'ipotesi p1 = p2 , dove p1 e p2 indicano le probabilità di superamento dell'esame rispettivamente per 
un candidato presentato dalla «Formula1» e dalla «Rally».
b) Stabilire il livello di significatività del test.
Soluzione
Gli stimatori di p1 e p2 che si ottengono con i dati assegnati sono
� = ������� � � = ������ � ������� �{����� ����}
Se si suppone p1 = p2 , allora la quantità
� = � - �
� (�-�)
��� + � (�-�)��� � �����[�]
�������
ha aprossimativamente distribuzione N(0, 1).  Una regione di rigetto dell'ipotesi p1 = p2 , al livello α 
relativamente al valore sperimentale di t, è ] -∞, -ϕ1- α
2
[⋃]ϕ1- α
2
, +∞[ dove è
α = ����� ϕ�- α� = ��������������������������[�� �]� � - α� 
�������
Il valore sperimentale di t è ora
�
�������
quindi l'ipotesi p1 = p2 non si può respingere al livello 5%; vale a dire che a questo livello non si può 
ritenere provato statisticamente che vi sia differenza significativa tra l’efficacia delle due scuole guida
b) Il livello di significatività del test, con questi valori sperimentali, è il minimo α per il quale t calco-
Probab.2017.05.31.nb  ���7
����������� ������� ��������������������������
b)  significatività  questi  sperimentali,  per  quale
lato sopra appartiene alla regione di rigetto; quindi è α tale che ϕ1- α
2
= t; quindi, detta Φ la funzione 
ripartizione di N(0, 1) , dovrà essere 1 - α2 =Φ(t) ; da questa relazione si calcola α come segue:
���[������������������[�� �]� �]
��������
(questo è il valore di Φ(t));
�����[α]� ������ - α� ⩵ ���[������������������[�� �]� �]� α{{α → ��������}}
Il livello di significatività è dunque 11.06%, piuttosto lontano dal 5% assunto come livello a priori del 
test.
(Se per i calcoli si utilizzano le tavole dei quantili di N(0, 1) è possibile che nei risultati ci sia qualche 
piccola differenza).
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